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8.4   重积分的应用
在前面几节中我们已经介绍了利用重积

分可以求空间立体体积以及空间物体的质量，
本节再介绍重积分在几何和物理方面的几个
应用。
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8.4.1  微元法（元素法）

如果要求的量U

(2) 在D内任取一直径很小的闭区域dσ，相应的
部分量可近似地表示为

( , )∆ σ≈ =U f x y d dU

(1) U 对于有界闭区域D具有可加性；

量U的元素（微元）

∫∫=
D

dyxfU σ),(

是较dσ高阶的无穷小 (f (x,y)连续时成立),   则:
( , ) ( , )U f x y d x y dσ σ∆ − ∈
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曲顶柱体的体积

平面薄片的质量

D平面区域 的面积

( , )
D

V f x y dσ= ∫∫
( , )

D

m x y dρ σ= ∫∫

D

A dσ= ∫∫

空间物体的质量 ( , , )m x y z dvρ
Ω

= ∫∫∫

Ω空间区域 的体积 V dv
Ω

= ∫∫∫



例1 求曲面
与顶点在原点O,轴与 z 轴重合，
半顶角为α的内接锥面所围成
的立体的体积。

解

,20,0,cos20 πθαϕϕ ≤≤≤≤≤≤ ar
立体所占有的空间闭区域 Ω可用不等式表示:

ϕ

O
x

y

z

球面方程为

锥面方程为ϕ = α

2 2 2 2( )x y z a a+ + − =
 2 cosr a ϕ=即： ，

2 2 2 2x y z az+ + =

所以 ∫∫∫=
Ω

dvV ∫∫∫
Ω

= θϕϕ dddrr sin2
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2 cos 2

0 0
2 sin

a
d r dr

α ϕ
π ϕ ϕ= ∫ ∫

∫=
α

ϕϕϕπ
0

3
3

sincos
3

16 da
)cos1(

3
4 4

3

απ
−=

a

∫ ∫∫=
π ϕα

ϕϕθ
2

0

cos2

0

2

0
sin

a
drrdd O

x
y

z

ϕ

0 2 cos , 0 , 0 2r a ϕ ϕ α θ πΩ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤：

∫∫∫=
Ω

dvV

∫∫∫
Ω

= θϕϕ dddrr sin2
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解 立体的图形为

1 ,Ω Ω设 为 在第一卦限内的部分

M x y dv
Ω

= +∫∫∫

2

1 1
2

0 0
4 (cos sin )

r
d drr r dz

π

θ θ θ= +∫ ∫ ∫
∫∫ −+=

1

0

222
0

)1()sin(cos4 drrrd
π

θθθ

∫∫∫ +=
1

)(4
Ω

dvyx

。
15
16

=

Ω

2 2

1 ,
2

,
z x y

z x yρ
= +

= = +

一立体由抛物面 及平面

所围成 密度

例

求其质量。

y

z

x
o

1

2 x y dv
Ω

= +∫∫∫
右

1

4 ( )x y dv
Ω

= +∫∫∫
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8.4.2  曲面的面积
1．平面有界闭区域在另一
平面上投影的面积

cosAσ θ=

2．曲面面积的计算方法

θ为两平面的夹角

θ

π2

π1

σ

A

σd

s

x
y

z

o

A∆
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设曲面S：z =f(x,y),(x,y)∈D,
f 在D上一阶偏导连续。

(1) S的面积A对于D具
有可加性

(2)在D内任取一直径很
小的区域dσ，在dσ上任
取一点P(x,y,0)对应于S
上一点M(x,y,f(x,y)) 。

σd
( , ,0)P x y

( , , ( , ))M x y f x y

s

Σ

γ

x
y

z

o

显然

(3) 过点M(x,y,f(x,y))，作S的切平面Σ。

2．曲面面积的计算方法
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σd
( , ,0)P x y

( , , ( , ))M x y f x y

s

Σ

γ

x
y

z

o

(4)以dσ的边界为准线作母
线平行于z轴的柱面，该
柱面在曲面S上截下一小
片曲面⊿A，在切平面Σ上
截下来一小片平面dA。

dA
A∆

dA与dσ之间的关系：

由于dσ直径很小, fx , fy连续，有∆A≈dA。

cosd dAσ γ=

曲面S：z =f(x,y),   (x,y)∈D

xOyγ Σ为切平面 与平面 的夹角

S zM 的法向量即：曲面 在点 处 与 轴的夹角
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,
1

1cos
22
yx ff ++

=∴ γ ,cosγσ dAd =

{cos ,cos ,cos }n α β γ=


曲面S：z =f(x,y),(x,y)∈D

γ
σ

cos
ddA = σdff yx

221 ++=

}1,,{
1

1
22 yx
yx

ff
ff

n −−
++

=


曲面S的面积元素

σd
( , ,0)P x y

( , , ( , ))M x y f x y

s

Σ

γ

x
y

z

o

dA
A∆

},1,,{ yx ffn −−=
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曲面S：z =f(x,y),(x,y)∈D

dA σdff yx
221 ++=

σd
( , ,0)P x y

( , , ( , ))M x y f x y

s

Σ

γ

x
y

z

o

dA
A∆

:S曲面 的面积元素

dxdy
y
z

x
zA

xyD
∫∫ ∂

∂
+

∂
∂

+= 22 )()(1

②曲面方程: x=g(y,z)
(y,z)∈Dyz

dydz
z
x

y
xA

yzD
∫∫ ∂

∂
+

∂
∂

+= 22 )()(1

dzdx
x
y

z
yA

zxD
∫∫ ∂

∂
+

∂
∂

+= 22 )()(1③曲面方程: y=h(z,x)
(z,x)∈Dzx
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2 2 2 2 2 2(1) x y z a x y ax+ + = + =球面 被柱面 所截

部分的面积。

1, 4
( )

A A=由对称性

第Ⅰ卦限内的部分

222 yxa
yzy

−−
−=2 2 2x

xz
a x y

= −
− −

2 2 2 2

2 2 2

,x y z a

z a x y

+ + =

= − −

又 y
a

x

o

z

D

σdzzdA yx
221 ++= dxdy

yxa
a

222 −−
=

3求下列曲例 面的面积
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∫∫=
D

dAA 4

∫∫ ⋅
−

=
θ

π

θ
cos

0 22
2

0
4

a
rdr

ra
ad

∫ −−= 2
0

cos
0

22 )(4
π

θ θdraa a )1
2

(4 2 −=
πa

∫∫ −−
=

D

dxdy
yxa

a
222

4 θcosar =y

xo
2
a a

D y
a

x

o

z

2 2 2

adA dxdy
a x y

=
− −

2 2 2 2 2 2(1) x y z a x y ax+ + = + =球面 被柱面 所截

部分的面积。
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2 2 2 2(2) 2x z y z y y= + + =锥面 被

所截部分的面积。

z

o y2

2 2x z y= +

2222
,

yz
yx

yz
zx yz

+
=

+
=∴

σdxxdA yz
221 ++= dydz2=

∫∫=
D

dAA ∫∫=
D

dydz2

ππ 212 2 =×⋅=

z

x

y

o
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例4  求半径为a的球的表面积。

2 2 2 , 0z a x y z= − − ≥解 取

2 2 2

z x
x a x y
∂ −

=
∂ − −

2 2

2 2 2
1 ( ) ( )z z a

x y a x y
∂ ∂

∴ + + =
∂ ∂ − −

2 2 2

z y
y a x y
∂ −

=
∂ − −

x
y

z

o

a

2 2 2

adA dxdy
a x y

∴ =
− −
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dxdy
yxa

aA
D
∫∫

−−
=∴

1
222

θrdrd
ra

a

D
∫∫

−
=

1
22

所以整个球面的面积为A=4πa2

2 20
2 lim

b

b a r
a rdr

a
π

−→ −
= ⋅ ∫ 2 22 lim( )

b a
a a baπ

−→
= ⋅ − −

2

2

200

a rd
r

a r
a

d
π
θ

−
= ∫ ∫

22 aπ=

例4  求半径为a的球的表面积。

2 2 2

adA dxdy
a x y

=
− −

222: ayxDxy ≤+

a

y

xo
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8.4.3     质心

设在xoy平面有n个质点分别位于 (x1,y1)、
(x2,y2)、…、(xn,yn)处，质量分别为m1、m2、…、
mn,由力学知道:

∑∑
==

==
n

i
iix

n

i
iiy myMmxM

11
     ,

My、Mx叫质点系对于坐标轴的静力距。

∑
∑==

i

iiy

m
mx

M
M

x
_

∑
∑==

i

iix

m
my

M
My

_

_ _

( , )G x y该质点系的质心坐标

质量中心简称为质心，指物质系统上被认为质量

集中于此的一个假想点。
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_ _

,
, ( , )

( , )

, ( , )

xoy
D x y
x y D

G x y

ρ

设有平面薄片占有

平面上的闭区域 点

处的面密度为 在

上连续 求 。

D
σd

xO

y

•y

x
先将物体分割为许多小部分，考虑其中的一

个部分dσ，它的质量元素为

( , )dm x y dρ σ=
这个部分dσ对于x轴以及对于y轴的静力距元素

为

( , )ydM xdm x x y dρ σ= =

( , )xdM ydm y x y dρ σ= =
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以这些元素为被积表达式，
在闭区域D上积分，可得

( , )y
D

y

M x x y dρ σ= ∫∫
平面薄板对 轴的静力矩：

_
( , )

( , )
y D

D

x x y d
M

x
M x y d

ρ σ

ρ σ
= =

∫∫

∫∫
_

( , )

( , )
x D

D

y x y d
M

y
M x y d

ρ σ

ρ σ
= =

∫∫

∫∫

D
σd

xO

y

•y

x

_ _

( , )G x y所以平面薄片的质心坐标 为

( , )x
D

x

M y x y dρ σ= ∫∫
平面薄板对 轴的静力矩：
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如果薄片是均匀的，
即当ρ(x,y)为常量时，可
得到如下的质心坐标：

_ _

( , )x y − − − −形心∫∫=
D

yd
A

y σ1_

D
σd

xO

y

•y

x

这时薄片的质心完全由闭区域D的形状决定，
这样求得的质心又称为平面薄片的形心。

0_

0

1 ,D

D
D

x d
x xd

Adσ

ρ σ
σ

ρ
= =
∫
∫
∫
∫

∫∫

:A 平面薄板的面积
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例6   求位于两圆r =2sinθ和r = 4sinθ之间的均匀
薄片的质心(如图)。

D
_ _

,

( , )

D y

G x y y

闭区域 关于 轴对称

所以质心 必位于

解

轴上

由于闭区域D位于半径为1与半径为2的两圆之间，
所以它的面积等于这两个圆的面积之差，即A=3π。

4

o

2

x

y

1 0,
D

x xd
A

σ∴ = =∫∫
1

D

y yd
A

σ= ∫∫

2sinr θ= ⇔ 2 2

2 2
2 yx y

x y
+ =

+
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∫∫∫∫ =
DD

drdryd θθσ sin2

4sin 2

0 2sin
sin d r dr

π θ

θ
θ θ= ∫ ∫

πθθ
π

7sin
3

56
0

4 == ∫ d
_ 7 7 7, (0, )

3 3 3
y Gπ

π
= =因为 所以质心坐标是

D

4

o

2

x

y
例6   求位于两圆r =2sinθ和r = 4sinθ之间的均匀
薄片的质心(如图)。

1

D

y yd
A

σ= ∫∫
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_ _ _

, ,
( , , ) ( , , )

, ( , , )

x y z x y z

G x y z

Ω
ρ Ω

类似地 设物体占空间上的有界闭区域

在点 处的体密度 是 上的

连续函数 则该物体的质心坐标 是

( , , ) ( , , )
, ,

( , , )

x x y z dv y x y z dv
x y

M M
z x y z dv

z
M

ρ ρ

ρ

Ω Ω

Ω

= =

=

∫∫∫ ∫∫∫

∫∫∫

( , , )M x y z dv
Ω

ρ= ∫∫∫其中 。
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先讨论平面薄片的转动惯量。

设在xoy平面有n个质点分别位于 (x1,y1)、
(x2,y2)、…、(xn,yn)处，质量分别为m1、m2、…、
mn,由力学知道:

2 2

1 1
,      

n n

x i i y i i
i i

I y m I x m
= =

= =∑ ∑
Ix、Iy是该质点系对于坐标轴x轴以及y轴的转
动惯量。

8.4.4  转动惯量
构件中各质点或质量单元的 其到质量与

距离平方乘积给定轴线的 的总和。



25

设有一平面薄片占有
平面闭区域D, 在点(x,y)
处 具 有 连 续 面 密 度
ρ=ρ(x,y)，下面利用元素

法求该平面薄片对两坐
标轴的转动惯量。

D
σd

xO

y

•y

x
先将物体分割为许多小部分，考虑其中的一

个部分dσ，它的质量元素为

( , )dm x y dρ σ=
这个部分dσ对于x轴以及对于y轴的转动惯

量元素为
2 ( , )xdI y x y dρ σ= 2 ( , )ydI x x y dρ σ=
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D
σd

xO

y

•y

x

以这些元素为被积表达式，
在闭区域D上积分，可得

,),(2∫∫=
D

x dyxyI σρ

∫∫=
D

y dyxxI σρ ),(2

平面薄片对 轴的转动惯量:x

对 轴的转动惯量:y

类似地 设有物体占有空间有界闭区域

在点 处的体密度为 是 上的

连续函数 则该物体对坐标轴的转动惯量是：

, ,
( , , ) ( , , )

,
x y z x y z

Ω
ρ Ω

2 2( ) ( , , )xI y z x y z dvρ
Ω

= +∫∫∫ 等。
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)
9 (
ρ
求均匀球体 体密度为

常数 对直径的

例

转动惯量。

x
y

z

o

a

a,
z

设球心在原点,半径为

则球体对直径 轴

解

的转动惯量为

2 2( )zI x y dv
Ω

ρ= +∫∫∫
2 2 2 2

0 0 0
sin sin

a
d d r r dr

π π
ρ θ ϕ ϕ ϕ= ⋅∫ ∫ ∫

2 3 4

0 0 0
sin

a
d d r dr

π π
ρ θ ϕ ϕ= ∫ ∫ ∫

58
15

aπ ρ=

2 2 22= ( )
3

x y z dv
Ω

ρ
+ +∫∫∫
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